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Abstract
Let Y be a -nite full subcomplex of a simplicial complex X . For any subdivision X ′ of X keeping Y
invariant, and for  small enough relatively to X ′, we de-ne the -barycentric derived neighbourhood V(X ′; Y )
of Y in X ′. Theorem: for small enough , and for any simplex K of Y , the transverse stars of K in V(X; Y )
and V(X ′; Y ) have the same support. As a consequence, we derive at the end of the paper a decomposition
theorem for p.l. homeomorphisms of a polyhedron keeping a -nite subpolyhedron invariant.
? 2004 Elsevier Ltd. All rights reserved.
Keywords: Polyhedron; Simplicial complex; Derived neighbourhood; p.l. homeomorphism
R	esum	e
Soit Y un sous-complexe -ni plein d’un complexe simplicial X . Pour toute subdivision X ′ de X -xant Y ,
et pour  assez petit relativement 9a X ′, on de-nit le voisinage derive -barycentrique V(X ′; Y ) de Y dans
X ′. Theor9eme: pour  assez petit, et pour tout simplexe K de Y , les 	etoiles transverses de K respectivement
dans V(X; Y ) et dans V(X ′; Y ) ont meˆme support. Le theor9eme est utilise 9a la -n de l’article pour etablir
une propriete de decomposition des homeomorphismes p.l. d’un poly9edre -xant un sous-poly9edre -ni.
? 2004 Elsevier Ltd. All rights reserved.
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0. Introduction
Dans son “Seminar on Combinatorial Topology” (cf. [5, Chapitre 2]), C. Zeeman choisit, pour la
notion d’isotopie dans le cadre p.l., la de-nition devenue classique: une isotopie d’un poly9edre Q
dans un poly9edre P est une famille (ft)t∈[0;1] de plongements p.l. de Q dans P telle que l’application
(x; t) → (ft(x); t) de Q×[0; 1] dans P×[0; 1] soit un plongement p.l.. Lorsque P=Rn, Zeeman signale
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une autre notion qu’il appelle “isotopie lineaire” (on preferera dire ici “deformation lineaire”); il
la de-nit comme prolongement par linearite d’une isotopie du 0-squelette d’une triangulation de Q.
Apr9es avoir montre 9a l’aide d’exemples simples qu’il s’agit bien de deux notions diGerentes, Zeeman
consid9ere le cas du groupe Hn des automorphismes p.l. du n-simplexe -xant le bord. Notant Hn1 et
Hn2 les complexes respectivement de-nis sur H
n par l’isotopie et par la deformation lineaire (et leur
generalisation 9a un nombre quelconque de param9etres), il constate qu’en vertu du procede classique
d’Alexander Hn1 est homotopiquement trivial pour toute valeur de n, ce qui, dit-il, n’est pas le cas
pour Hn2 d’apr9es un resultat de N.H. Kuiper. On trouve en eGet dans [3, Corollaire 5.3], un resultat
de ce type, fonde sur l’existence des structures diGerentiables exotiques de Milnor sur S7: Hn2 ne
peut eˆtre homotopiquement trivial 9a la fois pour n= 3; 4; 5 et 6.
Il faut toutefois noter que [3] ne contient pas toutes les preuves, et que celles-ci ne semblent
pas avoir paru ulterieurement. Je n’ai par ailleurs aucune connaissance d’une etude directe des
plongements p.l., du point de vue des deformations lineaires, qui aurait ete eGectuee depuis. Qu’en
est-il en particulier de l’espace F des plongements p.l. plats d’un simplexe lineaire M dans Rn,
-xes sur une face N? Designons cet espace par F1 ou F2 suivant qu’il est muni de l’un ou l’autre
complexe. Une variante du procede d’Alexander montre que F1 est connexe: on chasse les areˆtes
par-del9a le bord au lieu de les faire s’evanouir au centre. En est-il de meˆme pour F2, autrement
dit tout f∈F est-il lineairement deformable en l’identite ? L’avantage d’une telle deformation sur
l’isotopie d’Alexander est que l’espace tangent en tout point de N varie continuement en fonction
de t. Dans le cas o9u n = 3, o9u M est un 2-simplexe et N un coˆte de M , un voisinage regulier
de N dans M est constitue d’une suite alternee de triangles et d’eventails; on peut lineariser les
eventails l’un apr9es l’autre en partant d’une extremite de N , en respectant chaque fois la partie dej9a
linearisee. C’est la recherche d’un principe de localisation applicable dans le cas general qui m’a
conduit 9a enoncer successivement le lemme 3 et le theor9eme (cf. paragraphe 2) et en-n le corollaire
(paragraphe 5) relatif aux homeomorphismes p.l. d’un poly9edre -xant un sous-poly9edre -ni.
Ces trois enonces font reference 9a la notion de voisinage d	eriv	e d’un sous-complexe Y (qu’on
supposera -ni et plein, cf. paragraphe 1) d’un complexe X . Je rappelle (cf. [4]) qu’un voisinage
derive est un voisinage simplicial dans une “subdivision derivee relative”: relative signi-e qu’on
s’abstient de subdiviser les simplexes de Y ; d	eriv	ee signi-e qu’on copie la subdivision barycentrique
en s’autorisant 9a remplacer le barycentre d’un simplexe par n’importe quel point interieur. Dans son
seminaire (cf. [5, Chapitre 3, Lemme 14]), Zeeman remarque que, pour toute subdivision (X ′; Y ′)
de (X; Y ), l’-voisinage de |Y | dans |X | (au sens de la fonction hauteur hX;Y , cf. paragraphe 1)
est support 9a la fois d’un voisinage derive de Y dans X et d’un voisinage derive de Y ′ dans X ′.
Zeeman met cette remarque 9a pro-t pour obtenir, entre deux voisinages derives V1 et V2 relatifs 9a
deux triangulations quelconques (X1; Y1) et (X2; Y2) de (|X |; |Y |) un homeomorphisme p.l., compose
de trois “isomorphismes canoniques” entre voisinages derives d’une meˆme triangulation, 9a savoir
X1, X2, et X ′, subdivision commune 9a X1 et X2. Ces isomorphismes canoniques etant isotopes 9a
l’identite, c’est l9a le th	eor;eme d’isotopie des voisinages r	eguliers, de-nis comme voisinages derives
dans une triangulation arbitraire (cf. [5, Chapitre 3, Lemme 15 et Theor9eme 8]). Notons que ces
isomorphismes canoniques sont en plus lin	eairement d	eformables en l’identite.
Prolongeant ici la demarche de Zeeman, on montre qu’on peut choisir canoniquement l’-voisinage
derive V(X; Y ) en tant que complexe (et non plus seulement son support) de faQcon que pour toute
subdivision X ′ de X -xant Y , les voisinages derives V(X; Y ) et V(X ′; Y ) aient (en plus du meˆme
support) les meˆmes etoiles transverses: c’est le theor9eme du paragraphe 2.
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Lorsqu’est donne un homeomorphisme p.l. f de |X | -xant |Y | (rappelons que tout plongement
plat du simplexe -xant une face peut se prolonger en un isomorphisme de ce type), on proc9ede
comme pour la preuve du theor9eme d’isotopie des voisinages reguliers, sauf qu’au lieu de partir de
deux triangulations quelconques, on prend X2 = f(X1) et ensuite V2 = f(V1). Puisque |V1| et |V2|
sont supports de voisinages derives pour une subdivision commune 9a X1 et X2, ils se correspondent
par l’homeomorphisme canonique; celui-ci est diGerent de f, mais, d’apr9es le theor9eme, il coRSncide
neanmoins avec f par blocs, qui sont des etoiles transverses. On obtient ainsi le theor9eme de
decomposition (corollaire du theor9eme, cf. paragraphe 5) qu’on peut aussi voir comme un resultat
de localisation modulo deformation lineaire.
Etant donne la generalite et le caract9ere elementaire de ces resultats, j’ai desire les publier
independamment du contexte qui m’a conduit 9a les degager.
1. Notations et rappels
Pour ce paragraphe, la reference est [4, Chap. 2 et 3]; cf. aussi [5, Chap. 3]; [2, Chap. 1 et 2],
ainsi que [1].
Les simplexes et complexes simpliciaux consideres sont supposes plonges dans un espace euclidien;
on dira simplement “complexe” pour “complexe simplicial”; les notations |X | et [X ]n designent
respectivement le support et le n-squelette du complexe X . Par face du m-simplexe M on entend
face de dimension quelconque n, avec 06 n6m; si m est exclu, on dit que la face est propre; si
N est une telle face, on note ‘MN la face opposee (c’est le “link” de N dans M).
Un sous-complexe Y d’un complexe X est dit plein si pour tout simplexe M de X , l’intersection
M ∩ Y est soit vide, soit une face de M ; c’est alors un simplexe de Y ; la fonction hauteur relative
9a (X; Y ), c’est-9a-dire l’application simpliciale h=hX;Y : X → [0; 1] nulle sur Y , egale 9a 1 en tous les
sommets n’appartenant pas 9a Y , veri-e alors Y=h−1(0). Un simplexe P lineairement plonge dans un
simplexe M de X est dit lin	eairement plong	e dans X ; on dit que P est incident 9a un sous-complexe
Y de X si P ∩ Y n’est ni vide, ni P entier; si Y est plein, P ∩ Y est alors une face propre de P; on
dit que P est bien incident 9a Y si en plus P ∩ Y est un simplexe de Y . Par exemple, tout simplexe
de X incident 9a Y est bien incident.
Notations. Soir Y un sous-complexe plein du complexe X . Pour ∈ ]0; 1[, on note h−1() = X,
h−1([0; ]) =X[0; ]. Pour tout simplexe M de X , on note h−1M;M∩Y ()=M, de sorte que M =M ∩X;
notation analogue: M[0; ]. Pour tout simplexe P lineairement plonge dans X , on convient que les
notations P, P[0; ], sont encore relatives 9a h= hX;Y ; par exemple, P = P ∩ X.
Soit Y un sous-complexe plein du complexe X ; on choisit pour chaque simplexe M de X incident
9a Y un point bM interieur 9a M et on note B l’ensemble des pseudo-barycentres bM . Ce choix
de-nit de la mani9ere suivante un complexe VB(X; Y ) appele voisinage d	eriv	e de Y dans X associe
9a B. Pour qu’un simplexe S lineairement plonge dans X soit un simplexe de VB(X; Y ), il faut et il
suTt que S ∩ Y soit un simplexe de Y , et que les sommets de S situes hors de Y soient les bMi
correspondant 9a une suite emboSˆtee (Mi) de simplexes de X contenant S ∩ Y . Ainsi VB(X; Y ) est
muni naturellement d’une decomposition dite en 	etoiles transverses: l’etoile transverse d’un simplexe
K de Y est le sous-complexe de VB(X; Y ) constitue des simplexes S tels que S ∩ Y = K .
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Fig. 1.
Soit toujours Y un sous-complexe plein de X , et soit X ′ une subdivision de X ; elle induit sur Y
une subdivision Y ′ qui est un sous-complexe plein de X ′. On suppose en plus dans la suite que Y
est -ni; soit ¿ 0 assez petit pour que X]0; ] ne contienne aucun sommet de X ′; si les ensembles B
et B′ respectivement relatifs 9a (X; Y ) et (X ′; Y ′) sont tous les deux choisis dans X, on a
|VB(X; Y )|= |VB′(X ′; Y ′)|= X[0; ]: (1)
La -gure 1 represente l’exemple o9u X est le triangle ABC et Y le coˆte BC; X ′ est constitue
par les triangles ABD, ADE, AEC, BDC et CDE. On a choisi chacun des points de B et B′ 9a
l’-barycentre (cf. paragraphe 2) qui, dans le cas du triangle BDC, ne coRSncide pas avec le milieu
de la section de ce triangle au niveau . Les voisinages derives V(X; Y ) et V(X ′; Y ) ont le meˆme
support triangule diGeremment, mais les etoiles transverses respectives de B; C et BC dans l’une et
l’autre triangulation ont meˆme support (-gure en hachures).
2. ”-barycentres et voisinages d	eriv	es ”-barycentriques
On suppose que Y est un sous-complexe plein du complexe X . On va faire choix, pour tout
simplexe P lineairement plonge dans X et bien incident 9a Y , et pour tout ¿ 0 suTsamment petit
relativement 9a P, d’un point b interieur 9a P (on rappelle que P = P ∩ h−1X;Y ()); b sera appele
-barycentre de P. Ce choix sera compatible avec les isomorphismes simpliciaux du triple (X; Y; P),
et dans le cas o9u P est un simplexe de X , b sera le barycentre de P.
D	e>nition de b dans le cas particulier (X; Y )=(M;N ), o9u N est une n-face propre du m-simplexe
M . Soit P un p-simplexe bien incident 9a N relativement 9a M ; P ∩ N est une q-face de N (avec
q6p − 1) qu’on note Q; on note b le barycentre de Q. Le joint b · ‘MQ est le (m − q)-simplexe
“supplementaire” de Q dans M ; pour  assez petit, (b · ‘MQ) ∩ P[0; ] coRSncide avec l’intersection
de P[0; ] (ou, cela revient au meˆme, de M[0; ]) avec la projection de b · ‘PQ sur b · ‘MQ, eGectuee
parall9element 9a Q. Il en resulte que (b · ‘MQ) ∩ P[0; ] est un (p − q)-simplexe, coˆne de b sur
le (p − q − 1)-simplexe (b · ‘MQ) ∩ P; le barycentre de ce dernier simplexe est par de-nition
l’-barycentre b de P.
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Remarque 1. Le fait que S = (b · ‘MQ) ∩ P[0; ] ait, pour  petit, la forme precise decrite ci-dessus
(c’est-9a-dire simplexe, coˆne de sommet b sur son intersection avec P) implique en particulier que
S est la projection tout enti9ere de P[0; ] sur b · ‘MQ, eGectuee parall9element 9a Q; ceci sera utilise au
paragraphe 4 dans la preuve de (8 ⊃).
Remarque 2. Si P est contenu dans une face F de M , on a (b · ‘MQ) ∩ F = b · ‘FQ, de sorte que
P a meˆme -barycentre par rapport 9a (M;N ) et 9a (F; F ∩ N ).
D	e>nition de b dans le cas g	en	eral. Utilisant la remarque 2 ci-dessus, on de-nit (pour  assez
petit) l’-barycentre b de P par rapport 9a (X; Y ) comme son -barycentre par rapport 9a (M;M ∩ Y ),
o9u M est l’un quelconque des simplexes de X qui contiennent P.
Les faces de P qui sont incidentes 9a P ∩Y sont bien incidentes 9a Y . Le choix, pour  assez petit,
de l’-barycentre de ces faces de-nit le voisinage d	eriv	e -barycentrique de P ∩ Y dans P; on le
note V(P; P ∩ Y ).
Soit X ′ une subdivision de X >xant Y (i.e. Y ′ = Y ). Tous les simplexes de X ′ incidents 9a Y lui
sont alors bien incidents. Pour  assez petit, on munit tous ces simplexes de leur -barycentre en tant
que simplexes lineairement plonges dans X et bien incidents 9a Y , et on note B′ l’ensemble obtenu,
et V(X ′; Y ) le voisinage derive correspondant; c’est par de-nition le voisinage d	eriv	e -barycentrique
de Y dans X ′. Ceci vaut en particulier pour X ′ = X , l’ensemble correspondant B etant alors celui
des barycentres des M, pour tous les simplexes M de X incidents 9a Y .
En plus de l’egalite des supports de V(X; Y ) et V(X ′; Y ), cas particulier de (1), les voisinages
derives -barycentriques veri-ent la propriete suivante:
Th	eor eme. Soit Y un sous-complexe >ni plein du complexe simplicial X . Soit X ′ une subdivision
de X >xant Y . Pour ¿ 0 assez petit, et pour tout simplexe K de Y , les 	etoiles transverses de K
dans les voisinages d	eriv	es -barycentriques respectifs de Y dans X et dans X ′ ont meˆme support.
En d’autres termes, les d	ecompositions respectives de V(X; Y ) et de V(X ′; Y ) en 	etoiles trans-
verses co?@ncident au sens ensembliste.
La demonstration utilise les trois lemmes ci-dessous; les lemmes 2 et 3, relatifs au cas particulier
du theor9eme o9u X est un simplexe et Y une face propre, seront demontres aux paragraphes 3 et 4.
On utilise les notations EK;X , EK;X ′ , EK;P (o9u  est sous-entendu) pour designer les supports des
etoiles transverses respectives de K dans V(X; Y ), V(X ′; Y ) et V(P; P ∩ Y ).
Lemme 1. Soit Y un sous-complexe plein du complexe X et soit M un simplexe de X incident ;a Y .
Pour tout simplexe K de Y non contenu dans M , et pour tout ensemble B de pseudo-barycentres
relatif ;a (X; Y ), l’intersection de M et de l’	etoile transverse de K dans VB(X; Y ) se r	eduit ;a K ∩M .
Cas particulier: on a pour tout ∈ ]0; 1[
EK;X ∩M = K ∩M:
D	emonstration. Soit S un simplexe de l’etoile transverse de K dans VB(X; Y ); S a pour sommets,
outre ceux de K , des pseudo-barycentres de simplexes de X non contenus dans M (puisque contenant
K), de sorte qu’aucun de ces pseudo-barycentres n’est dans M . Le simplexe S est lineairement plonge
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dans un simplexe de X qui ne peut eˆtre M ; donc S ∩M est une face propre de S, qui est K ∩M
puisque les sommets de S autres que ceux de K sont exclus.
Lemme 2. Soient M un simplexe et N une face propre de M . Soit P un simplexe lin	eairement
plong	e dans M , bien incident ;a N . Pour ¿ 0 assez petit, et pour tout simplexe K de N non
contenu dans P, on a
EK;M ∩ P = K ∩ P:
Lemme 3. Soient M;N; P comme au lemme 2. Pour ¿ 0 assez petit, et pour tout simplexe K de
P ∩ N , on a
EK;M ∩ P = EK;P
D	emonstration du th	eor eme. Les P[0; ] relatifs 9a tous les simplexes P de X ′ bien incidents 9a Y
forment un recouvrement de X[0; ]. L’enonce du theor9eme equivaut donc 9a
EK;X ∩ P = EK;X ′ ∩ P
pour tous ces simplexes P et pour tous les simplexes K de Y . Fixant P, on choisit M , simplexe de
X contenant P, et on distingue trois cas selon la position de K par rapport 9a M et P.
1er cas: K 
⊂ M . Le lemme 1 s’applique 9a X ′ et P (puisque K 
⊂ P) et donne
EK;X ′ ∩ P = K ∩ P: (2)
Le cas particulier du meˆme lemme donne
EK;X ∩M = K ∩M
d’o9u il resulte
EK;X ∩ P = K ∩ P: (3)
2 9eme cas: K ⊂ M , K 
⊂ P. Le lemme 1 s’applique encore 9a X ′ et P et donne (2). D’apr9es le
Lemme 2, pour  assez petit on a EK;M ∩ P = K ∩ P, d’o9u (3).
3 9eme cas: K ⊂ P. D’apr9es le Lemme 3, pour  assez petit on a EK;M∩P=EK;P; or EK;M∩P=EK;X∩P,
et d’autre part EK;X ′ ∩ P = EK;P par de-nition.
3. Quelques propri	et	es des voisinages d	eriv	es P[0; ”]
Dans ce paragraphe, on designe par M un m-simplexe, par N une n-face propre de M , et par P
un p-simplexe lineairement plonge dans M et bien incident 9a N ; on note P ∩N =Q. Les notations
M[0; ], M, etc., sont celles du paragraphe 1. Pour ¿ 0 suppose choisi, et pour toute face K de
N , on note simplement EK (au lieu de EK;M ) le support de l’etoile transverse de K dans M[0; ]; de
faQcon analogue on note simplement ‘, au lieu de ‘M , le “link” dans M ; par exemple ‘N au lieu
de ‘MN , etc. En-n, on note EK ∩M = EK; et EK;P ∩ P = EK;P; .
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3.1. Triangulation de P[0; ] et P
Les simplexes de P[0; ] sont les K · bk1 · : : : · bki (i¿ 1) o9u K decrit l’ensemble des faces de Q, et
o9u bk1 ; : : : ; bki sont les -barycentres d’une suite Fk1 ; : : : ; Fki de faces emboSˆtees de P contenant K et
bien incidentes 9a Q (ces deux derni9eres conditions etant d’ailleurs veri-ees par toute la suite jusqu’9a
Fki si elles le sont pour Fk1). En particulier les simplexes de dimension p sont les K · bk+1 · : : : · bp
o9u bk+1; : : : ; bp sont les -barycentres d’une suite emboSˆtee de faces Fk+1; : : : ; Fp = P, de dimension
respective k + 1; : : : ; p, contenant K et bien incidentes 9a Q.
Les simplexes de dimension maximale (c’est-9a-dire p − k − 1) du sous-complexe EK;P;  de P
sont les bk+1 · : : : · bp du type ci-dessus, ils sont tous contenus dans le simplexe b · ‘K , “supple-
mentaire” de K dans M (b designe le barycentre de K); donc EK;P;  est contenu dans ce
supplementaire.
On a d’autre part
EK;P = K · EK;P; : (4)
3.2. Le 0-squelette de P et EK;P; 
D’apr9es 3.1, le 0-squelette [P]0 de P est en bijection avec l’ensemble des faces F de P qui
sont bien incidentes 9a Q; ces faces sont celles qui ont une intersection non vide avec Q et avec la
face ‘PQ opposee 9a Q sur P, et F est le joint de ces deux intersections. Il en resulte une bijection
canonique
[Q∗]0 × [(‘PQ)∗]0 ≈ [P]0 (5)
o9u Q∗ designe la subdivision barycentrique de Q, et (‘PQ)∗ celle de ‘PQ. Le 0-squelette de EK;P; 
correspond 9a l’ensemble des faces de Q qui contiennent K , lui-meˆme isomorphe au 0-squelette du
dual D(K;Q) de K dans Q (les simplexes de D(K;Q) sont les joints des barycentres des suites
emboSˆtees de simplexes de Q contenant K ; cf. [1, p. 191]). On a donc par restriction de (5)
[D(K;Q)]0 × [(‘PQ)∗]0 ≈ [EK;P; ]0: (6)
On dira que le sommet bF de EK;P;  est K-primaire ou K-secondaire selon que sa premi9ere projection
par l’isomorphisme (6) est ou non le barycentre b de K , c’est-9a-dire selon que la face F de P veri-e
ou non F ∩ Q = K . Pour tout (p − k − 1)-simplexe S = bk+1 · : : : · bp de EK;P; , il existe un entier
j (avec 16 j6p − k) tel que bk+1; : : : ; bk+j soient K-primaires, et bk+j+1; : : : ; bp, K-secondaires;
l’ensemble de ces derniers est vide si et seulement si K = Q.
3.3. Bord relatif, int	erieur relatif
Il resulte de 3.1 que si K ′ est une face de Q contenant K , on a EK ′ ;P;  ⊂ EK;P; . On appelle bord
relatif de EK;P;  et on note E˙K;P;  la reunion des EK ′ ;P;  pour toutes les faces K ′ de Q contenant
strictement K . On note
EK;P;  − E˙K;P;  =
◦
EK;P; 
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et on appelle
◦
EK;P;  int	erieur relatif de EK;P; . On etend ensuite les notions de bord et d’interieur
relatif aux EK;P en posant:
K · E˙K;P;  = E˙K;P; et K ·
◦
EK;P;  =
◦
EK;P:
Voici quelques proprietes des bords et interieurs relatifs.
3.3.1. Pour tout simplexe S de EK;P; , l’intersection S∩ E˙K;P;  est le joint des sommets K-secondaires
de S.
L’adherence de
◦
EK;P;  est EK;P; , celle de
◦
EK;P est EK;P.
3.3.2. Soient K et K ′ deux faces de Q, et soit K ′′ la face engendree par K ∪ K ′. On a
EK;P;  ∩ EK ′ ;P;  = EK ′′ ;P; 
et
EK;P ∩ EK ′ ;P = (K ∩ K ′) · EK ′′ ;P; :
Si en plus K 
= K ′, on a
◦
EK;P;  ∩
◦
EK ′ ;P;  = ∅
et
◦
EK;P ∩
◦
EK ′ ;P = K ∩ K ′:
3.3.3. Soit x∈P; il existe une face Kx de Q telle que l’ensemble des faces K de Q veri-ant x∈EK;P; 
soit celui des faces (de toute dimension) de Kx, et on a
x∈ ◦EKx;P;:
Donc P est la reunion (pour l’ensemble des faces K de toute dimension de Q) des interieurs
relatifs des EK;P; .
3.3.4. P]0; [ est feuillete en segments lineaires ouverts ]y; z[, avec y∈Q et z ∈P, de faQcon que
z ∈EK;P;  si et seulement si y∈K . Donc compte tenu de 3.3.3, P[0; ] est la reunion de tous les
◦
EK;P.
3.4. D	ecomposition de M et EK;
Comme section du joint N · ‘N au niveau ∈ ]0; 1[, M est l’image du plongement lineaire  N;
de N × ‘N dans M de-ni par.
 N;(x; y) = (1− )x + y pour (x; y)∈N × ‘N: (7)
Pour toute face F de M bien incidente 9a N , l’-barycentre de F (qui est le barycentre de F)
est aligne sur les barycentres de F ∩ N et de F ∩ ‘N . Il en resulte que  N; est compatible avec
l’isomorphisme (5) (qui s’ecrit ici [N ∗]0 × [(‘N )∗]0 ≈ [M]0) et avec l’injection des 0-squelettes,
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identi-es 9a des ensembles de barycentres de faces. Par restriction, on obtient donc un diagramme
commutatif
[D(K; N )]0 × [(‘N )∗]0 ≈−−−→ [EK;]0 
D(K; N )× ‘N ≈−−−−−−−−−→EK;
o9u l’isomorphisme de la premi9ere ligne est celui de (6), et celui de la seconde ligne est la restriction
de  N;.
Il est classique (et d’ailleurs aise 9a veri-er) que D(K; N ) est un poly9edre convexe, en d’autres
termes une cellule. Donc EK; est une cellule; en outre E˙K;  est une reunion de faces de cette cellule.
3.5. Projection de Ek
Lemme 4. Soit K une face de N et F une face propre de K . On note ’F la projection M−F → ‘F
associ	ee ;a l’isomorphisme M ≈ F · ‘F . Si ¿ 0 est assez petit, ’F(EK − F) est contenu dans un
voisinage arbitrairement petit de D(‘KF; ‘NF).
D	emonstration. Par hypoth9ese, ‘KF n’est pas vide, donc K = ‘KF · F ; on a donc d’apr9es (4)
EK = ‘KF · (F · EK;)
d’o9u par les proprietes generales du joint
EK − F = (K − F) ∪ [‘KF · ((F · EK;)− F)]:
Donc ’F(EK−F) est l’enveloppe convexe de ‘KF et de ’F((F ·EK;)−F); or ’F((F ·EK;)−F) n’est
autre que ’F(EK;). D’apr9es la formule (7), EK; tend uniformement vers D(K; N ) lorsque  → 0.
Parce que F est une face propre de K , D(K; N ) est disjoint de F . Donc ’F(EK;) tend uniformement
vers ’F(D(K; N )); or ’F(D(K; N )) n’est autre que D(‘KF; ‘NF); en eGet, l’application A → A∩‘NF
de-nit un isomorphisme (pour l’inclusion) entre l’ensemble des faces de N contenant K , et celui
des faces de ‘NF contenant ‘NK , et ’F envoie le barycentre de A sur celui de A ∩ ‘NF .
Application: d	emonstration du Lemme 2. Posant K ∩ P = F , on se trouve dans les hypoth9eses du
Lemme 4. L’image ’F(P−F) est un compact dont l’intersection avec ‘NF est ‘QF (eventuellement
vide); ‘QF est disjoint de ‘KF , et puisque ‘KF n’est pas vide, ‘QF est disjoint de D(‘KF; ‘NF);
donc ’F(P− F) est disjoint de D(‘KF; ‘NF). Donc d’apr9es le Lemme 4, ’F(P− F) est disjoint de
’F(EK − F) pour  petit.
3.6. Projection radiale de EK;
Lemme 5. Soient K une face propre de N et b le barycentre de K . On note % la projection
radiale sur ‘K ;a partir de b, d	e>nie (sauf en b) sur b · ‘K . L’image par % de (EK;; E˙K; ;
◦
EK;) est
(V; V˙ ; V − V˙ ), o;u V est le voisinage d	eriv	e de ‘N dans ‘K bien d	e>ni par les images par % des
sommets K-secondaires de EK;, et o;u V˙ est la fronti;ere de V . En outre V − V˙ contient (‘K)[2;1].
Remarque. Si K = N , on a EK; =
◦
EK; et %(EK;) = ‘N .
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Fig. 2. Cas (n; k) = (2; 0). EK; et V sont en hachures.
D	emonstration. Tout sommet K-primaire x de EK; (cf. 3.2) est du type [b; b′], o9u b′ est le barycen-
tre d’une face de ‘N ; donc %x = b′. Tout sommet K-secondaire y est du type [b′′; b′], o9u b′ est
comme precedemment, et b′′ le barycentre d’une face de N contenant strictement K ; donc %y est
un point interieur du segment [%b′′; b′]. L’ensemble de ces segments est en correspondance bijective
avec celui des faces de ‘K bien incidentes 9a ‘N . L’ensemble des %y de-nit un voisinage derive
V de ‘N dans ‘K , et % de-nit un homeomorphisme de EK; sur V , envoyant E˙K;  sur V˙ . Reste 9a
majorer l’epaisseur du complementaire W de V − V˙ (lequel est le voisinage derive de ‘NK dans ‘K
de-ni par les %y). En tant que barycentre d’un simplexe dont b est un sommet et %b′′ un point du
bord, b′′ est plus pr9es de %b′′ que de b (avec egalite possible); donc y est plus pr9es de %y que de
b; donc h(%y)¡ 2.
Les -gures 2, 3 et 4 sont relatives au cas m=3, et illustrent respectivement les exemples (n; k)=
(2; 0); (2; 1), et (1; 0).
4. D	emonstration du Lemme 3
Le Lemme 3 va eˆtre demontre sous la forme “technique” suivante:
Lemme 3′. Soient M;N; P comme ci-dessus, c’est-;a-dire: M simplexe type, N face de M , P simplexe
lin	eaire de M bien incident ;a N . Soit ¿ 0 assez petit. Pour toute face K de P ∩ N , on d	esigne
par EK (resp. EK;P) l’	etoile transverse de K dans le voisinage d	eriv	e -barycentrique de N dans M
(resp. de P ∩ N dans P). On a
EK;P = EK ∩ P (8)
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Fig. 3. Cas (n; k) = (2; 1). EK; et V sont en gras.
Fig. 4. (a) Cas (n; k) = (1; 0). EK; et V sont en grise. (b) Detail agrandi de (a) montrant la triangulation de EK;.
ainsi que
◦
EK;P =
◦
EK ∩ P (8′)
o;u
◦
EK et
◦
EK;P sont les int	erieurs relatifs d	e>nis en 3.3.
D	emonstration. On note (8 ⊂) et (8 ⊃) les deux inclusions en lesquelles (8) se decompose; de
meˆme pour (8′).
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Il resulte aussitoˆt de 3.3.1 que (8′ ⊂) implique (8 ⊂). D’autre part, si (8) est vrai pour tout K ,
il en est de meˆme pour (8′); on a en eGet
E˙K ∩ P =
⋃
K ′⊃K;K ′ 	=K
EK ′ ∩ P;
d’o9u, si (8) est vrai pour K et pour tous les K ′,
E˙K ∩ P =
⋃
K ′⊃K;K ′ 	=K
EK ′ ;P = E˙K;P
et
EK;P = EK ∩ P = (
◦
EK ∩ P) ∪disjointe (E˙K ∩ P);
(8′) en resulte pour K , puisque EK;P est l’union disjointe de
◦
EK;P et E˙K;P.
On est ainsi ramene 9a prouver (8′ ⊂) et (8 ⊃) pour tout K et pour  assez petit.
Preuve de (8′ ⊂). On demontre en fait
◦
EK;P;  ⊂
◦
EK; ∩ P (9′)
qui implique (8′ ⊂), car sous l’hypoth9ese (9′) on a
◦
EK;P = K ·
◦
EK;P;  ⊂ K · (
◦
EK; ∩ P) ⊂ (K ·
◦
EK;) ∩ P =
◦
EK ∩ P:
On remarque que, d’apr9es 3.3.1, (9′) implique
EK;P;  ⊂ EK; ∩ P: (9)
Dans le cas K = N , on a EK; =
◦
EK; = (b · ‘N ), o9u b designe le barycentre de N ; ce qui prouve
(9′) dans ce cas, puisque EK;P;  ⊂ b · ‘N d’apr9es 3.1.
Ce cas etant ecarte, la preuve de (9′) se fait par recurrence decroissante sur la dimension k de
K , autrement dit on fait l’hypoth9ese, vide pour K = P ∩ N , que (9′) est vrai pour toute face K ′ de
P ∩ N de dimension k ′¿k.
Soit S un simplexe de dimension p− k − 1 de EK;P; . Soit x1 un sommet K-primaire de S; x1 est
par de-nition l’-barycentre d’une face F de P telle que F ∩N =K . La projection %x1 de x1 sur ‘K
9a partir du barycentre de K est un point de ‘K − ‘NK independant de  d9es que  est assez petit.
Donc, d’apr9es le Lemme 5, il suTt que
¡
h(%x1)
2
(10)
pour que %x1 ∈V − V˙ , donc x1 ∈
◦
EK;. Si on realise (10) pour tous les sommets K-primaires de S,
on aura aussi ¡h(%x)=2 pour tout point x de la face F1 de S engendree par ces sommets, et par
consequent F1 ⊂
◦
EK;.
Lorsque K = P ∩N , on a F1 = S, donc (9′) est prouve. Ce cas etant ecarte, tout z ∈ S ∩
◦
EK;P;  est
sur un segment semi-ouvert [x; y[ avec x∈F1 et y∈ S ∩ E˙K;P; . Par de-nition de E˙K;P; , il existe une
face K ′ de P ∩ N contenant strictement K , telle que y∈EK ′ ;P; . D’apr9es l’hypoth9ese de recurrence,
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et la remarque initiale que (9′) implique (9), on en deduit que, pour  assez petit, y∈EK ′ ;  ⊂ E˙K; .
Cette condition jointe 9a x∈ ◦EK; (qui est realise pour  assez petit) entraSˆne z ∈
◦
EK;. En eGet, si on
avait z ∈ E˙K;  , necessairement z serait dans la meˆme face de la cellule EK; que y, donc, d’apr9es
3.4, x serait aussi dans cette face, ce qui est exclu.
Preuve de (8 ⊃): cas o u K = P ∩N . Dans ce cas, pour  assez petit, EK;P;  muni de sa triangulation
s’identi-e 9a la subdivision barycentrique [(b · ‘K) ∩ P]∗, d’o9u l’egalite des supports
EK;P;  = (b · ‘K) ∩ P:
Comme EK; ⊂ (b · ‘K) ∩M, il en resulte EK; ∩ P ⊂ EK;P; , et puisque (9) est dej9a etabli, on a
EK;P;  = EK; ∩ P:
Pour en deduire (8⊃), on va montrer que, pour tout x∈K , on a
x · EK;P;  ⊃ (x · EK;) ∩ P:
Soient en eGet y∈EK; et z ∈ ]x; y[∩ P; soit z′ la projection de z sur b · ‘K , eGectuee parall9element
9a K , on a z′ ∈ ]b; y[; d’apr9es la Remarque 1 du paragraphe 2, on a de plus z′ ∈P, donc y∈P, donc
y∈EK;P;  et -nalement z ∈ x · EK;P; .
Preuve de (8 ⊃): cas o u K est de codimension ¿ 1 dans P ∩ N . On remarque en premier lieu que
◦
EK ∩ P ⊂ EK;P; supposons en eGet qu’il existe x∈
◦
EK ∩ P tel que x 
∈ EK;P. D’apr9es 3.3.4, il existe
alors une face K ′ 
= K de P ∩ N telle que x∈ ◦EK ′ ;P; d’apr9es (8′ ⊂) dej9a etabli, on a donc x∈
◦
EK ′ .
D’apr9es 3.3.2, on a
◦
EK ∩
◦
EK ′ = K ∩ K ′, or x∈K est exclu par hypoth9ese.
Ainsi (8⊃) equivaut 9a
E˙K ∩ P ⊂ EK;P: (8⊃˙)
On demontre (8⊃˙) par recurrence decroissante sur k, autrement dit on fait l’hypoth9ese que (8⊃˙), ou
de faQcon equivalente (8 ⊃), est vrai pour toute face K ′ de dimension plus grande que k, hypoth9ese
qui a dej9a ete veri-ee lorsque K est de codimension 1 dans P ∩ N .
Soit x∈ E˙K ∩ P; il existe par de-nition de E˙K une face K ′ contenant strictement K telle que
x∈K · EK ′ ;  ⊂ K ′ · EK ′ ;  = EK ′ :
D’apr9es l’hypoth9ese de recurrence (sous la forme (8 ⊃)), et (8 ⊂) dej9a etabli, on a
EK ′ ∩ P = EK ′ ;P = K ′ · EK ′ ;P; ;
et d’apr9es (9′) dej9a etabli cela entraSˆne
EK ′ ∩ P ⊂ K ′ · EK ′ ; :
Dans le joint K ′ ·EK ′ ;  on a simultanement x∈K ·EK ′ ;  et x∈K ′ ·EK ′ ;P; ; donc x∈K ·EK ′ ;P;  ⊂ EK;P:
c.q.f.d.
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5. Application aux hom	eomorphismes p.l. d’un poly edre -xant un sous-poly edre -ni
Le corollaire qui suit est 9a rapprocher du theor9eme d’isotopie des voisinages reguliers ou “regular
neighbourhood theorem” (cf. l’introduction, ainsi que [5, Theoreme 8]; [4, Th. 3.8 et 3.24]). Soit
Y un sous-complexe -ni plein du complexe simplicial X . On rappelle qu’9a tout couple (V1; V2) de
voisinages derives de Y dans X est associe un isomorphisme canonique de (X; V1) sur (X; V2) (cf.
[4, 3.6]): il envoie l’ensemble B1 relatif 9a V1 (cf. paragraphe 1) sur B2, il est stellaire sur tout
simplexe de X incident 9a Y , il laisse -xes les autres simplexes; il est isotope 9a l’identite, et meˆme
lineairement deformable en l’identite au sens de l’introduction.
Corollaire du th	eor eme. Soit Q un sous-poly;edre >ni du poly;edre P. Soit f un hom	eomorphisme
p.l. de P sur lui-meˆme, >xant Q. Il existe une triangulation (X; Y ) de (P;Q), ainsi que deux
voisinages d	eriv	es V1 et V2 de Y dans X , et une d	ecomposition f = g′ ◦ g, dans laquelle g′ est
l’isomorphisme canonique associ	e au couple (V1; V2), et g respecte la d	ecomposition de V1 en 	etoiles
transverses.
D	emonstration. Par hypoth9ese sur f, il existe deux triangulations X1 et X2 de P, induisant toutes
deux la meˆme triangulation Y de Q, telles que f induise un isomorphisme simplicial de X1 sur X2.
Soit X une subdivision commune 9a X1 et X2, induisant encore Y sur Q; en passant au besoin aux
subdivisions barycentriques relatives, on fait en sorte que Y soit un sous-complexe plein de X1 et
X2. Soit ¿ 0 suTsamment petit, et soit W1 (resp. W2) le voisinage derive -barycentrique de Y
dans X1 (resp. X2); W1 et W2 sont respectivement relatifs 9a la fonction h1 de (X1; Y ) et 9a la fonction
h2 = h1 ◦f−1 de (X2; Y ), et f induit un isomorphisme simplicial de W1 sur W2. Soit V1 le voisinage
derive -barycentrique de Y dans X considere comme subdivision de X1 -xant Y (de sorte que V1
est relatif 9a la fonction h1 et a par consequent meˆme support que W1); et soit de meˆme V2; on note
g′ l’isomorphisme canonique de (X; V1) sur (X; V2) associe au couple (V1; V2) de voisinages derives
de Y dans X . On ecrit f = g′ ◦ (g′−1 ◦ f). L’isomorphisme simplicial f envoie bijectivement les
supports des etoiles transverses de W1 sur celles de W2; g′ en fait de meˆme pour celles de V1 et
V2. D’apr9es le theor9eme, applique deux fois, ces supports coRSncident de part et d’autre si  est assez
petit; donc g
′−1 ◦ f conserve ces supports.
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